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Направление локального наискорейшего спуска

Рассмотрим линейное приближение
дифференцируемой функции 𝑓 вдоль
направления ℎ, где ‖ℎ‖2 = 1:

𝑓(𝑥 + 𝛼ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝛼⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩ + 𝑜(𝛼)
Хотим, чтобы ℎ было направлением
убывания: 𝑓(𝑥 + 𝛼ℎ) < 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝛼⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩ + 𝑜(𝛼) < 𝑓(𝑥)
Переходя к пределу при 𝛼 → 0:⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩ ≤ 0

Также из неравенства Коши–Буняковского получаем:|⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩| ≤ ‖∇𝑓(𝑥)‖2‖ℎ‖2⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩ ≥ −‖∇𝑓(𝑥)‖2‖ℎ‖2 = −‖∇𝑓(𝑥)‖2
Таким образом, направление антиградиентаℎ = − ∇𝑓(𝑥)‖∇𝑓(𝑥)‖2
представляет собой направление наискорейшего локального
убывания функции 𝑓 .
Итерация метода имеет вид:𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼 ∇𝑓(𝑥𝑘)
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Дифференциальное уравнение градиентного потока
Рассмотрим дифференциальное уравнение градиентного потока:𝑑𝑥𝑑𝑡 = −∇𝑓(𝑥(𝑡)). (GF)

Дискретизируем его на равномерной сетке с шагом 𝛼:𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘𝛼 = −∇𝑓(𝑥𝑘),
где 𝑥𝑘 ≡ 𝑥(𝑡𝑘) и 𝛼 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 — шаг сетки.
Отсюда получаем выражение для 𝑥𝑘+1:𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼 ∇𝑓(𝑥𝑘),
являющееся точной формулой обновления градиентного спуска.
Открыть в Colab ♣

Figure 1: Траектория
градиентного потока

ţКод для построения анимации ниже. Сходимость существенно зависит от выбора шага 𝛼:
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Сходимость градиентного спуска

Существенно зависит от выбора шага 𝛼:
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Точный линейный поиск (метод наискорейшего спуска)𝛼𝑘 = argmin𝛼∈R+ 𝑓(𝑥𝑘 − 𝛼 ∇𝑓(𝑥𝑘))
Подход скорее теоретический, чем практический: он удобен для анализа сходимости, но
точный линейный поиск часто затруднён, если вычисление функции занимает слишком
много времени или стоит слишком дорого.
Интересное теоретическое свойство этого метода заключается в том, что градиенты на
соседних итерациях ортогональны. Условие оптимальности по 𝛼𝑘 даёт𝑑𝑑𝛼 𝑓(𝑥𝑘 − 𝛼 ∇𝑓(𝑥𝑘))∣𝛼=𝛼𝑘 = 0.

Условия оптимальности: ∇𝑓(𝑥𝑘+1)⊤∇𝑓(𝑥𝑘) = 0
Figure 2: Наискорейший
спуск

Открыть в Colab ♣
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Сильно выпуклые квадратичные функции

Сильно выпуклые квадратичные функции ´ a û 7



Сдвиг координат
Рассмотрим следующую задачу квадратичной оптимизации:

min𝑥∈R𝑑 𝑓(𝑥) = min𝑥∈R𝑑 12𝑥⊤𝐴𝑥 − 𝑏⊤𝑥 + 𝑐, где 𝐴 ∈ S𝑑++.

• Во-первых, без ограничения общности мы можем установить 𝑐 = 0, что
не повлияет на процесс оптимизации.• Во-вторых, у нас есть спектральное разложение матрицы 𝐴 = 𝑄Λ𝑄𝑇 .• Покажем, что мы можем сделать сдвиг координат, чтобы сделать анализ
немного проще. Пусть ̂𝑥 = 𝑄𝑇 (𝑥 − 𝑥∗), где 𝑥∗ — точка минимума
исходной функции, определяемая как 𝐴𝑥∗ = 𝑏. При этом 𝑥 = 𝑄 ̂𝑥 + 𝑥∗.
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Анализ сходимости
Теперь мы можем работать с функцией 𝑓(𝑥) = 12 𝑥𝑇 Λ𝑥 с 𝑥∗ = 0 без ограничения общности (убрав крышку из̂𝑥)𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘∇𝑓(𝑥𝑘)

= 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘Λ𝑥𝑘= (𝐼 − 𝛼𝑘Λ)𝑥𝑘𝑥𝑘+1(𝑖) = (1 − 𝛼𝑘𝜆(𝑖)) 𝑥𝑘(𝑖) для 𝑖-й координаты𝑥𝑘(𝑖) = (1 − 𝛼 𝜆(𝑖))𝑘 𝑥0(𝑖) при постоянном шаге 𝛼𝑘 = 𝛼
Используем постоянный шаг 𝛼𝑘 = 𝛼. Условие
сходимости: 𝜌(𝛼) = max𝑖 |1 − 𝛼𝜆(𝑖)| < 1
Помним, что 𝜆min = 𝜇 > 0, 𝜆max = 𝐿 ≥ 𝜇.|1 − 𝛼𝜇| < 1− 1 < 1 − 𝛼𝜇 < 1𝛼 < 2𝜇 𝛼𝜇 > 0 |1 − 𝛼𝐿| < 1− 1 < 1 − 𝛼𝐿 < 1𝛼 < 2𝐿 𝛼𝐿 > 0

Выберем 𝛼, минимизирующий худший знаменатель
прогрессии

𝜌∗ = min𝛼 𝜌(𝛼) = min𝛼 max𝑖 |1 − 𝛼𝜆(𝑖)|= min𝛼 max {|1 − 𝛼𝜇|, |1 − 𝛼𝐿|}𝛼∗ ∶ 1 − 𝛼∗𝜇 = 𝛼∗𝐿 − 1𝛼∗ = 2𝜇 + 𝐿 𝜌∗ = 𝐿 − 𝜇𝐿 + 𝜇|𝑥𝑘(𝑖)| ≤ (𝐿 − 𝜇𝐿 + 𝜇)𝑘 |𝑥0(𝑖)|‖𝑥𝑘‖2 ≤ (𝐿 − 𝜇𝐿 + 𝜇)𝑘 ‖𝑥0‖2 𝑓(𝑥𝑘) ≤ (𝐿 − 𝜇𝐿 + 𝜇)2𝑘 𝑓(𝑥0)
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Анализ сходимости

Таким образом, имеем линейную сходимость по аргументу со скоростью 𝜘−1𝜘+1 = 1 − 2𝜘+1 , где 𝜘 = 𝐿𝜇 — число
обусловленности квадратичной задачи.

𝜘 𝜌 Итераций до уменьшения ошибки по
аргументу в 10 раз

Итераций до уменьшения ошибки по
функции в 10 раз1.1 0.05 1 12 0.33 3 25 0.67 6 310 0.82 12 650 0.96 58 29100 0.98 116 58500 0.996 576 2881000 0.998 1152 576
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Число обусловленности 𝜘
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Случай PL-функций
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PL-функции. Линейная сходимость градиентного спуска без выпуклости
Говорят, что 𝑓 удовлетворяет условию Поляка-Лоясиевича (PL), если для некоторого 𝜇 > 0 выполняется‖∇𝑓(𝑥)‖2 ≥ 2𝜇(𝑓(𝑥) − 𝑓∗) ∀𝑥
Интересно, что градиентный спуск может сходиться линейно даже без выпуклости.

Следующие функции удовлетворяют условию PL, но не являются выпуклыми. ţКод𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3 sin2(𝑥)

Figure 3: PL-функция

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − sin𝑥)22

Figure 4: PL-функция
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Анализ сходимости

Ĺ Theorem

Рассмотрим задачу 𝑓(𝑥) → min𝑥∈R𝑑
и предположим, что 𝑓 является PL-функцией с константой 𝜇 и 𝐿-гладкой, для некоторых 𝐿 ≥ 𝜇 > 0.
Рассмотрим последовательность (𝑥𝑘)𝑘∈N, сгенерированную методом градиентного спуска из точки 𝑥0 с
постоянным шагом 𝛼, удовлетворяющим 0 < 𝛼 ≤ 1𝐿 . Пусть 𝑓∗ = min𝑥∈R𝑑 𝑓(𝑥). Тогда:𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓∗ ≤ (1 − 𝛼𝜇)𝑘(𝑓(𝑥0) − 𝑓∗).
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Анализ сходимости

Используем 𝐿-гладкость вместе с правилом обновления, чтобы записать:𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘⟩ + 𝐿2 ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2

= 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2 + 𝐿𝛼22 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2= 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼2 (2 − 𝐿𝛼) ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2≤ 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼2 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2,
где в последнем неравенстве использована гипотеза о шаге 𝛼𝐿 ≤ 1.
Теперь используем свойство PL-функции и получаем:𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼𝜇(𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓∗).
Вычтя 𝑓∗ из обеих частей этого неравенства и применив рекурсию, мы получим искомый результат.
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Любая 𝜇-сильно выпуклая дифференцируемая функция является
PL-функцией
Ĺ Theorem

Если функция 𝑓(𝑥) дифференцируема и 𝜇-сильно выпукла, то она является PL-функцией.

Доказательство
По критерию сильной выпуклости первого порядка:𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) + ∇𝑓(𝑥)𝑇 (𝑦 − 𝑥) + 𝜇2 ‖𝑦 − 𝑥‖22
Положим 𝑦 = 𝑥∗:𝑓(𝑥∗) ≥ 𝑓(𝑥) + ∇𝑓(𝑥)𝑇 (𝑥∗ − 𝑥) + 𝜇2 ‖𝑥∗ − 𝑥‖22

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∗) ≤ ∇𝑓(𝑥)𝑇 (𝑥 − 𝑥∗) − 𝜇2 ‖𝑥∗ − 𝑥‖22 == (∇𝑓(𝑥)𝑇 − 𝜇2 (𝑥∗ − 𝑥))𝑇 (𝑥 − 𝑥∗) == 12 ( 2√𝜇 ∇𝑓(𝑥)𝑇 − √𝜇(𝑥∗ − 𝑥))𝑇 √𝜇(𝑥 − 𝑥∗)

Пусть 𝑎 = 1√𝜇 ∇𝑓(𝑥) и𝑏 = √𝜇(𝑥 − 𝑥∗) − 1√𝜇 ∇𝑓(𝑥)
Тогда 𝑎 + 𝑏 = √𝜇(𝑥 − 𝑥∗) и𝑎 − 𝑏 = 2√𝜇 ∇𝑓(𝑥) − √𝜇(𝑥 − 𝑥∗)
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Любая 𝜇-сильно выпуклая дифференцируемая функция является
PL-функцией

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∗) ≤ 12 ( 1𝜇‖∇𝑓(𝑥)‖22 − ∥√𝜇(𝑥 − 𝑥∗) − 1√𝜇∇𝑓(𝑥)∥2
2)

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥∗) ≤ 12𝜇‖∇𝑓(𝑥)‖22,
которое является точным условием PL. Это означает, что мы уже имеем доказательство линейной сходимости
для любой сильно выпуклой функции.
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Выпуклый гладкий случай

Выпуклый гладкий случай ´ a û 18



Выпуклый гладкий случай

Ĺ Theorem

Рассмотрим задачу 𝑓(𝑥) → min𝑥∈R𝑑
и предположим, что 𝑓 является выпуклой и 𝐿-гладкой функцией, для некоторого 𝐿 > 0.
Пусть (𝑥𝑘)𝑘∈N — последовательность итераций, сгенерированная методом градиентного спуска из точки𝑥0 с постоянным шагом 𝛼, удовлетворяющим 0 < 𝛼 ≤ 1𝐿 . Пусть 𝑓∗ = min𝑥∈R𝑑 𝑓(𝑥). Тогда для всех𝑥∗ ∈ argmin 𝑓 и всех 𝑘 ∈ N справедливо:𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓∗ ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖22𝛼𝑘 .

Выпуклый гладкий случай ´ a û 19



Анализ сходимости• Как и раньше, сначала используем гладкость:
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Анализ сходимости• Теперь подставляем (2) в (1):

𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼2 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2 ≤ 𝑓∗ + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥∗⟩ − 𝛼2 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2= 𝑓∗ + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘)⟩= 𝑓∗ + 12𝛼 ⟨𝛼∇𝑓(𝑥𝑘), 2 (𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘))⟩
Пусть 𝑎 = 𝑥𝑘 − 𝑥∗ и 𝑏 = 𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘). Тогда 𝑎 − 𝑏 = 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘) и 𝑎 + 𝑏 = 2 (𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘)).𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓∗ + 12𝛼 [‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘)‖22]≤ 𝑓∗ + 12𝛼 [‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖22]2𝛼 (𝑓(𝑥𝑘+1) − 𝑓∗) ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖22• Просуммируем по 𝑖 = 0, … , 𝑘 − 1. Большинство слагаемых обнуляется из-за телескопической суммы:
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2𝛼 𝑘−1∑𝑖=0 (𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓∗) ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖22
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Анализ сходимости• Теперь подставляем (2) в (1):𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) − 𝛼2 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2 ≤ 𝑓∗ + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥∗⟩ − 𝛼2 ‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2= 𝑓∗ + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘)⟩= 𝑓∗ + 12𝛼 ⟨𝛼∇𝑓(𝑥𝑘), 2 (𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘))⟩
Пусть 𝑎 = 𝑥𝑘 − 𝑥∗ и 𝑏 = 𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘). Тогда 𝑎 − 𝑏 = 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘) и 𝑎 + 𝑏 = 2 (𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼2 ∇𝑓(𝑥𝑘)).𝑓(𝑥𝑘+1) ≤ 𝑓∗ + 12𝛼 [‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗ − 𝛼∇𝑓(𝑥𝑘)‖22]≤ 𝑓∗ + 12𝛼 [‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖22]2𝛼 (𝑓(𝑥𝑘+1) − 𝑓∗) ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥∗‖22• Просуммируем по 𝑖 = 0, … , 𝑘 − 1. Большинство слагаемых обнуляется из-за телескопической суммы:2𝛼 𝑘−1∑𝑖=0 (𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓∗) ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖22 − ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖22
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Анализ сходимости

• Поскольку на каждой итерации 𝑓(𝑥𝑖+1) ≤ 𝑓(𝑥𝑖), то𝑘𝑓(𝑥𝑘) ≤ 𝑘−1∑𝑖=0 𝑓(𝑥𝑖+1)

• Теперь подставим это в (3):

2𝛼𝑘𝑓(𝑥𝑘) − 2𝛼𝑘𝑓∗ ≤ 2𝛼 𝑘−1∑𝑖=0 (𝑓(𝑥𝑖+1) − 𝑓∗) ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖22𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓∗ ≤ ‖𝑥0 − 𝑥∗‖222𝛼𝑘 ≤ 𝐿‖𝑥0 − 𝑥∗‖222𝑘
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Анализ сходимости
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Анализ сходимости
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Анализ сходимости
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Анализ сходимости
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Итог

Градиентный спуск: min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥) 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘∇𝑓(𝑥𝑘)
гладкий (не выпуклый) гладкий и выпуклый гладкий и сильно выпуклый (или PL)‖∇𝑓(𝑥𝑘)‖2 ∼ 𝒪 ( 1𝑘 ) 𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓∗ ∼ 𝒪 ( 1𝑘 ) ‖𝑥𝑘 − 𝑥∗‖2 ∼ 𝒪 ((1 − 𝜇𝐿)𝑘)𝑘𝜀 ∼ 𝒪 (1𝜀 ) 𝑘𝜀 ∼ 𝒪 (1𝜀 ) 𝑘𝜀 ∼ 𝒪 (𝜘 log

1𝜀 )
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 12𝑥𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏𝑇 𝑥 → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты𝑓(𝑥) = 𝜇2 ‖𝑥‖22 + 1𝑚 𝑚∑𝑖=1 log(1 + exp(−𝑦𝑖⟨𝑎𝑖, 𝑥⟩)) → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты𝑓(𝑥) = 𝜇2 ‖𝑥‖22 + 1𝑚 𝑚∑𝑖=1 log(1 + exp(−𝑦𝑖⟨𝑎𝑖, 𝑥⟩)) → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 𝜇2 ‖𝑥‖22 + 1𝑚 𝑚∑𝑖=1 log(1 + exp(−𝑦𝑖⟨𝑎𝑖, 𝑥⟩)) → min𝑥∈R𝑛
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Численные эксперименты

𝑓(𝑥) = 𝜇2 ‖𝑥‖22 + 1𝑚 𝑚∑𝑖=1 log(1 + exp(−𝑦𝑖⟨𝑎𝑖, 𝑥⟩)) → min𝑥∈R𝑛
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